
Cours 4: Preuse du thm 3. I Cette condition

va permettre a la

Dependance auxparamilies solution de

Sortir de K

Prenue du Hm3.1:Pour keIN :=E1,2,3, ... 3,
Di :=[It,)eD; It-to(k,k-xk,d(1,1),0D)<3.

On a alors:JacDix et,Dx =D.

Si (E)-D soit r= =lE-tol+/-xol. Alors is exist keIN
I

b.g.rck I don (E-tolck et E-xolk. Comme Dest

Ouvert, in existen, tuq. Br,(lE,E)(CD. Il anffit alore de choisir

Kassezgrand pour que d/IF,E),&D)i I, di (E,x) -> DK.

Pour K-IN, posons Sy= =( - 1) =
2k(k+1).

So it (t*x*)->Dr. On a alors



G: =[(t,x) =D;It - +*) =8n, k- x*)- SiC Da.
It,2) -> Gx= It-to1 =H-t*1 + (Et.(<8n + k<k+)

et(X- x0) =(X- xx1+(x+- 1) < 8 1 +k<k +1

car S, == - <IV
-

2 k(k +1)24(t*,x*)d)(f,x),2D) 1d(( +*,x),(t,x))
+d((t,1),0D) & d((t,x),0D)

Id((t,),2D) <d((t*,x*),dD) - d(1t*,x*), (ix)) < I-282 kH
I

Soit Mr:= maxG If(t)); 1t,)+ Dix 3/

U1 =
=min E 8n, 8n/Mr 3.

La version du Game 2.2 saws (hypothise



que test localement lipschitzienre donne
l existence dare solution de

x
=f(t,x), x (t) =x*,

pour It-t=) = U,. Ainsi, noble solution o de

dounce (t., Xol- Du pent the prolongie
de Lam, but aLam, but are

I law-amil? Un ef (bu-bun, K- Un

n tant
prendie ci-dessus
(t,ft) =1a...,pretent

andbasebal

On

(t*,x*) =(bm--,4(bm-1))



Pour simplifier la discussion, nous nous restreiguous
dis maintenant auxprolongements adroite.

Puisque Di est compact, en un nombre fini
de prolongement de taille?Un he point
(bm, 4(b)) va sortie de Dr. So it myhe

Drummer entier m b.g.(bm,d(bu) (5x
On construct musi are smile [(bun(0(bun))3keACD
telle que (bans 0(ban)) &DK pour

bout ke I.

Posons : =kmbun. Par construction, note
solution se prolonge bien on one solution de (PC)

sur (to, B). It rest apromer que It, P(t) te,&D.



Supposons par labsurde que c'est faux:il existe
un compact KCD et me smile ti -Bt.g.
It;,d(t;)) -K pour hout jeIN. Alors (a smile

Eltj, blti))3jeir posside un point d'accumulation
dans K. In considerant maintenant les

prolongements successits (to,tj-]ms [tosti], on
diduit du Game 3.1 que 4(i)<P(B) (j -cs).

Maintenant, KC Dko pour un k.IN, dion

(B, d()) -> Dr., ce quiconbredit he fait que
-

(Ano (0) (buxo)) & DK. - Ansi, on a bien

(4.1)
a

It,b(t) >&D (t -P).
I



Une discussion similaire monbeque o pent ele

prolonge agauche sur an intervalle (2, to] trg.
14.2) It,p(t)) >&D It- at).

Par (4.1) et (4.2), il est clair que (,) est
Pintervalle d'existence maximal de b.
Finalment, sit est loc. lip. em x, chache des

prolongements ci-dessus est unique, don Municiti
de prolongement sur (,). #



Dependance auxparamilies
Dans la pluport des situations onas EDO sont abilities

pour modeliser des phenomines, alles-ci dependent de
un on plusieurs paramilies du modile.

considerous le problemeCauchy sminant, depend
it

(P((MS)
x =f(t,x;M))E x (t0) =No EIR".

Theorime 4.1:Soit DCRRAIR"R"un onvert

et f- CPD, IR") are fonction localement lipschit-



zienue par rapport -IRY dans a sens suivant:

pour lout. (1, 2; M)-D, il exist un voisinage X
de (I, 1; 1) dans D et une constant 130 t.g.
fest K-lipschitzienne enx sar I, uniforme-
ment p. 5. a (t;m). Soit (tr, xo; Mol - D.
Alors in existe des constantes 5, c0 telles que
(PC(m)) posside one unique solution x(t;M)
continue sur (to-y, to +13x(Mo-2, MotC].
Preaue:Il suffit d'adapter (a prence

du thm 2.1

are G =G(tixM);It-tol=U, H-xolb, Ih-pol=c3
r =min[a, b/M3, M =max[(f(txim)); (t,x,m)eG3



et he schime iteratif
XoSt;M) =xo i

t

Xuxltip) =xo +Gf(s,XmIssiMlds, meo. I
Remarque 2.1:(hypothice que test localement
lipschitzienue en xpent the omise. La conclusion

que x(t;M) est continue en (t; m) rest vraic rant

que la solution de (PC[m3) est unique.

Il est aussi important de considerer la dependance
de la solution par rapport anddounces initiates.



Considerous donc le problime de Cauchy

(P([to,x0,M]) E
x =f(t,x;M))
x (t0) =o tIR",

comme dependant des paramites (to, X., M) = IRxRRYIR".
Theorie 4.2: Soit DCRRR"R"unonvert et

f- (°CD, IR). Supposons que (PC(t0,70,m3) a
and unique solution x =x (t; to,x0, m). Alors
Cettesolution est continue en It;to,x., M) surson
domain de definition.
Preue:Soit =trto et y(s) =xH-to.



Ce changement de variables transforme (PC(to,x,m3)
daws he problime de Cauchy

IPC*(trixo,M3) A =g(sy; t01x0m), g(0) =0,

g(yit,x) =f(str,y +x;M)

onles paramilies (to, to apparaissent maintenant
~

dans le membre de dvoile del equation, et now
pas dans les conditious initiates. Nous sommes
ainsi ramentan as precedent at he resultat

decoule du thiorime 4.1 par due observatious

elementaires. It



Example 4.1:Considerous he problime de Cauchy
(4.3 (M)) x

=cost +e/mx, xMl =0 (meRR).

Puisque t-cost est bornie sur IR, on montre

comme aexemple 3.2 que (.3(M)) posside me

unique solution globale x(tim), pour bout Me RR.

"exercise
Pour M70, cellsolution as pent the calcule

Il

pour
vous explicitement. In revanche, park thm 1.2, on a quee

EPV: M -0

verifier
x(t;m) >x1tj0) uniformement pour t dans

seci! tout internate compact de IR, onx1t;0) =sint+t
est la solution de (4.3(03). Alsi, pour (M1<a1,
x Itial pent the approxime par xIt; 0) sur les compacts.



Finalement on douce (sans demonstration) un resultat

qui assure (a differentiabilitede la solution de (PC)
par rapport andparamilies.
Iime4.3: Soit DCRIR"XR"an onvert et

fe(°(D, IR") t.g.af-CD, IR**), daf CPD, IR**).
Alors (PCCt, x0, M3) posside are unique solution
x =x (t;tr,x0,m) qui est C'p.r. to, to, sur
son domaine de definition. De plus, posant

31t;tr,xr,) =
=dxf(t,x(tito,4,m);M),

on a has resultats suivants:(on divine Fiquation et la con-
dition initiate p.r. auxparametres)



(a) &nx(t;tr, xo, m) est la solution de

z1 =y(t;t,xr,p) z +dnf(t,xt;trx,m);m),z(t0) =0;

(b) &x.x (t;to, 40, m) est la solution de

z=Y (tit.,x,M)t, z(t) =I i

(C) &t. x (t; to,xo,m) est la solution de

z1 =y(t;tr,x,m)z,z(t) =- f(t.,X;M).
Formellement, pour (C):

(X =f(t,x;Ml): (8tx) =dxf(t,x;) dt.X
-(X(tr) =xr]:(X(tritr,x,p))=0dt.X(t) +Xtr) =0

↳dt. X (t) = - fltr, Xo;M)



solution x(tim) continue en Itim) sur IR" -S(t)
EPV:

In particulier, pour 220 donne IS>0

b.q.((t;p) - (tj0)(<S =(xip) - x(t;0)/<E

i.e. (M1<S =s(xtin) - x1tj0)) < a

sit- K compact, alors 8 part the choisi

indip. det pour t-K.


